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前言

提到人工智能算法，人工神经网络（ANN）是一个绕不过去的话题。但是对于新手，往往容易被

ANN中一堆复杂的概念公式搞得头大，最后只能做到感性的认识，而无法深入的理解。正好最近

笔者本人也在经历这个痛苦的过程，本着真理越辩越明的态度，索性坐下来认真的把这些头大的

问题梳理一番，试试看能不能搞清楚ANN背后的数学原理。

其实ANN 的流程概括来说倒不是很复杂，以最简单的前馈神经网络为例，无非就是

1. 搭建网络架构（含有待定参数）

2. 通过比较输出与标签的差值定义损失函数（自变量为待定参数的函数）

3. 随机给出一组初始参数

4. 给出一个（sgd）/ 一批（Minibatch）训练样例（包括ANN的输入值和输出值）

5. 前向传播得到预测标签和损失

6. 利用梯度下降算法从后往前调整网络参数（误差反向传播，BP）

7. 得到所有参数值

2022年02月21日 21:40机器学习算法那些事

7/22/24, 8:40 AM 人工神经网络背后的数学原理！

https://mp.weixin.qq.com/s/1T612X_fDPrJPm4bsXfyUQ 1/28

javascript:void(0);


8. 得到ANN并使用

其中4、5、6里的内容是需要反复迭代的（注意6是双重循环）。

在ANN的一堆操作里，梯度下降算法是一个相对独立的过程，不妨就让我们从梯度下降算法开始

吧。

一、梯度下降到底在干什么

其实这个问题非常简单，只是大家被梯度下降复杂的过程搞蒙了，忘记了它的本质。梯度下降算

法自始至终都在干一件事——就是找到函数的极值点，当然确切的说是极小值点。但是，这种方

法不同于以往我们在高等数学里学到的找极值点的方法。那么我们首先就要问，求极值的经典方

法不香吗？

1.1 求极值：传统的方法不香吗？

要回答这个问题，让我们先快速回顾一下在中学和大学里学到的传统的求极值点的方法。

对于一元函数来说，极值可能出现在一阶导函数为0的点（驻点）或是导数不存在的点。

例如要找到 f(x) = x^2 + 3x 的极值点

求导得 dy/dx = 2x + 3

令 dy/dx = 0

就得到 x = -1.5 时，导函数为0。

注意，上面找到的只是可能的极值点，也就是极值存在的必要条件。还需要验证一下充分条件，

才能确定极值。这时，可以判断二阶导的正负性、或是判定一阶导在可能的极值点两边的正负情

况。回到我们的例子
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当 x < -1.5 时，2x + 3 < 0

当 x > -1.5 时，2x + 3 > 0

说明函数在x = -1.5 附近先下降、后上升

该点是一个极小值点

对于二元函数 ，情况更复杂一些。首先要找出该函数的驻点和偏导数不存在的点，这些点

仍然只是可能的极值点。而二元函数的驻点需要同时满足两个偏导数为0的条件，即

显然，这里的驻点是需要解这样一个二元方程才能求得的。对于驻点分别求出其3个二阶偏导数的

值，再根据一些规则才能判断是不是极值点。

还需注意这个判断规则是不同于一元函数的，因为一元函数极值的充分条件只需要考察一个二阶

偏导数，而这里则需要综合考察二元函数的3个二阶偏导数，计算量明显增大了。对于偏导数不存

在的情形还需要特判。

综合以上，我们可以看出使用经典方法虽然能准确的解出极值点，但当函数自变量的个数很多

时，用这种方法求解极值点还真的不香。比如：

该方法方法不具有普适性。所谓普适性，就是不能简单的向多元推广。从一元到二元的例子可

以看出，函数的自变量个数每增加一元，就要研究新的求解方案。可以想象如果是三元函数，

其二阶偏导数的个数更多，则判断极值的充分条件还要来的更加复杂。而ANN中可能会求解

上亿元函数的极值点。

其次，这种方法需要解多元方程组，而且这些方程还不一定都是线性的。对于这种多元的非线

性方程组，我们的直观感受就是很难解出。事实上，虽然存在一些可供编程的数值计算解法，

但计算量大，且求出的是近似解，具有一定的局限性。
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基于此，为了找出多元函数的极值点，我们还需另寻他法。这种方法要简单易行，特别是要能简

单的向任意元函数推广，而且这种方法要能够适应计算机数值计算的特点，毕竟我们这套程序肯

定是要放在电脑上跑的。而这就是传说中的梯度下降算法。

1.2 什么是梯度？

梯度的概念其实也不难，但为了让尽可能多的人明白这一概念，我们还是从一元函数开始吧。不

过现在我们的目标是——用纯粹数值计算的方法，从函数上的某一点出发，找到函数的极值。这

里我们只考察极小值。

1.2.1 一元函数找极值：从枚举试探法到梯度下降法

以函数 为例，让我们看看如何找到极值。
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既然是从函数上的某一点出发，那么不妨设想我们在x = 1 的地方，这个地方是不是极小值点

呢，我们可以试探一下。

向右走0.5，发现f(1.5) > f(1)，说明这个方向是上升的方向，不应该选择这个方向；

向左走0.5，发现f(0.5) < f(1)，说明这个方向是下降的方向，选择这个方向；

再向左走0.5，发现f(0) < f(0.5)，说明这个方向是下降的方向，选择这个方向；

再向左走0.5，发现f(-0.5) > f(0)，说明这个方向是上升的方向，不应该选择这个方向。

至此，我们可以将x = 0作为极小值点。
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回顾这个过程，我们将寻找极小值点的过程抽象如下：

首先，选择一个方向

试着沿该方向走一小步，并据此判断该方向是否合理。如果合理，则走这一步；如果不合理，

换一个方向

反复重复第二步，直到找到极小值点

当然这里还有几点值得注意

第一，对于一元函数来说我们只有向左走或向右走两个选项。换句话说，每一步我们的选择是

有限的，是可以枚举的。因此，这个方法我把它称之为枚举试探法。

第二，判断方向其实不必这样试错，直接求导就好。如果某点的导数值 > 0,说明在该点处函

数是递增的，为了找到极小值，应该向左走；而如果导数值 < 0，则反之向右走即可。

第三，这种方法是不一定能找到极小值的，能不能找到极值点受选择的起始点以及每次前进的

步长这两个因素影响。

对于第二点，我们可以引出梯度的定义了。

梯度是一个向量，它总指向当前函数值增长最快的方向。而它的模长则是这个最快的增长率（导

数）的值。想要得到梯度向量，也很简单，它在x, y, z……等方向上的分量（坐标）就是相应的导

数值。于是我们求导就可以了。

对于一元函数，函数变化的方向只有两个，我们定义一种一维的向量来表示梯度，比如5i，-5i。i

前的数为正时，代表向量指向x轴正向；i前的数为负时，代表向量指向x轴负向。由下图可以看

出，按照上述定义规定的梯度向量自然的指向了函数增长的方向，是不是很神奇。
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由于梯度的方向正是函数增长最快的方向，所以梯度的逆方向就成了函数下降最快的方向。当然

对于一元函数来说，没有最快的方向的概念，因为毕竟就两个方向而已，根本没得比。不过有了

梯度，我们就可以进一步简化上述寻找极小值点的过程：

首先，求出某点的梯度

沿梯度的反方向移动一小步

反复进行第一、二步，直到找到极小值点

仍以函数 ，起始点x = 1为例，让我们看看如何用梯度找到极值。
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初始x = 1， 步长step = 0.5

#在我们的例子里，梯度的计算式为2xi。i是指向x轴正向的单位向量

求x = 1处的梯度为2i，梯度反方向为-i #注意这里我们只关注梯度的方向，至于梯度的模长则不必在意

沿此方向走一步，x新 = x旧 + step * 负梯度方向上单位向量的坐标 = 1 + 0.5 * (-1) = 0.5

求x = 0.5处的梯度为1i，梯度反方向为-i

沿此方向再走一步，x新 = 0.5 - 0.5 * 1 = 0

求x = 0处的梯度为0，说明到达极值点

以上就是用梯度找极小值点的过程，也就是梯度下降算法所做的事情，其实不难理解对吧。

可以看出，相比于枚举试探法，梯度下降法明显智能了许多，它直接给出了正确的方向，不需要

我们一步步试探了。此外，使用梯度下降法不必再关注具体的函数值，只需要把注意力放在导数

上，而且只关注一阶导数即可。

在后面，我们还将给上面提到的步长step换一个高大上的名字——学习率，这样就完全是机器学

习里的叫法了。

这里用到梯度的时候，我进行了单位化操作，其实也可以不进行这一步，这样当函数变化比较剧

烈的时候，移动的距离就比较多；函数变化比较平缓的时候，移动的距离就比较短。比如，在我

们这个例子里，只需一轮迭代就能得到结果了。

初始x = 1， 学习率step = 0.5

#在我们的例子里，梯度的计算式为2xi。i是指向x轴正向的单位向量

求x = 1处的梯度为2i，梯度反方向为-2i #注意这里我们既关注梯度的方向，也关注梯度的模长

沿此方向走一步，x新 = x旧 + step * 负梯度的坐标 = 1 + 0.5 * (-2) = 0

求x = 0处的梯度为0，说明到达极值点

好了说完了梯度，对于前面第三点提到的找不到极值的情形，我们举两个具体的例子
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还是函数 ，如果起始点选为0.4，而学习率仍为0.5，在采用单位化梯度向量的情形下，则

无法找到事实上的极小值点

对于这种情况，我们可以通过减小学习率使结果尽可能精确，例如我们将学习率设置为0.1，就仍

然能得到精确的结果。事实上，在实际操作中，一般也会把学习率设置为0.1。

而对于这种有多个极值点的函数，这种方法是没法找到全部极值点的，更遑论找到全局的极值点
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了。这时，我们可以在算法里加入一些随机性，使其有一定概率跳出可能陷入的局部极值点。

1.2.2 多元函数的梯度

前面说过梯度下降算法的好处之一在于可以很方便的向多维推广，现在我们以二元函数为例，看

看梯度是如何帮助我们找到极值点的。

这次我们的函数变成了 ，起始点选择为（-5, -5），学习率仍设置为0.5。现在

我们的目标是从这个点出发，找到该函数的极值点，我们知道这个极值点应该是（0, 0）。
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这里与一元函数有几点不同：
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首先，二元函数描述的是一个自变量和两个因变量之间的关系，也就是说函数的定义域是一个

二维平面，我们要找的极值点就在这个二维平面上。

其次，由于是在二维平面上寻找极值点，我们每一步可以选择的方向不再局限于一维时的向左

或向右，而是瞬间变成了无穷多个方向。因此，枚举试探法彻底宣告失效。还好我们有更智能

的梯度下降法。

一元梯度定义式里的导数现在已经换成了多元函数的偏导数。

好了，现在算法开始：

起始点坐标(-5,-5)， 学习率step = 0.5

#在我们的例子里，梯度的计算式为2xi + 2yj。i和j分别是指向x轴正向和y轴正向的单位向量

求点(-5,-5)处的梯度为-10i-10j，负梯度为10i+10j，写成坐标形式就是（10,10）

在点(-5,-5)处沿此梯度走一步

根据公式 向量坐标 = 终点坐标 - 起点坐标，得终点坐标 = 起点坐标 + 向量坐标

这里，终点坐标是（x新, y新），起点坐标是（x旧, y旧） = （-5， -5）

向量坐标是负梯度坐标 = （10,10），再考虑学习率step，就可以得到

（x新, y新） = （-5，-5） + 0.5 * （10, 10） = （0, 0）

求（0, 0）处的梯度为零向量，说明到达极值点

将上述过程抽象，我们就得到了梯度下降算法的全部逻辑：

我们要找函数的极小值点（使函数取值尽可能小的那一组自变量），因为，梯度的方向是函数值

增长速度最快的方向，所以，沿着梯度的反方向函数值下降最快。

因此，只要沿着梯度的反方向一步步逼近就有可能找到那一组使函数取值尽可能小的自变量。

如何沿着梯度的反方向一步步逼近呢？
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我们随机指定一个起点坐标（一组自变量取值），然后沿着梯度的方向求出未知的终点坐标，梯

度是一个向量，本身也具有坐标

通过上面的迭代公式，无论是多少元的函数，它的一个个自变量们都会比较快的接近极值点（或

者其近似）。这样我们就可以找到一组自变量值，使得函数值尽可能的小。

1.2.3 小结
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梯度的计算公式为

梯度是一个向量，它总指向当前函数值增长最快的方向，而它的模长则是这个最快的增长率

（导数）的值。

梯度下降法是一种通过数值计算求解函数极值点的方法

其过程概括来说就是顺着梯度的反方向一步步逼近可能的极值点

使用梯度下降法的理由在于求极值点的其他方法（如传统法、枚举试探法）不具有可计算性，

无法编程实现

梯度下降法可以很方便的向多元函数推广，利于编写程序

记住在这个过程中，我们要找的是极值点（使函数取极值的那一组自变量），而不是具体的极

值

梯度下降法的劣势在于不一定能找到全局最优解

二、人工神经网络（ANN）

如果是第一次听到人工神经网络这个名词，不免会觉得比较高大上，好像我们已经可以模仿神秘

的神经系统了。其实它只是一个数学模型而已。当然ANN的效果是令人眼前一亮的，好像计算机

一下子真的有了人的能力，可以识人、识物。

但其实稍加抽象便能发现，这个东西无非就是个分类器，它的输入是一张图片，或者确切的说就

是一堆代表像素点的数值，而输出则是一个类别。

所以说白了，所谓的人工神经网络其实就是一个超大规模的函数。

这就好比飞机和鸟儿的关系。让飞机飞起来靠的不是依葫芦画瓢造一个人工鸟，而是靠流体力学

中的原理建立数学模型，然后计算得出飞机的尺寸、造型，并设计相应的发动机。
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2.1 神经元的数学模型

盗一张老师ppt里的图说明问题，可以看出ANN中的每一个节点（也就是所谓的神经元）就是这

样一个简单的线性函数模型。

当然通过激活函数我们可以制造一点非线性的因素，以提高模型的表达能力。这样的话下面的神

经元就代表这样一个函数

其中， ，这里w1, w2, w3, b都是参数，x1, x2, x3

是函数的输入，也就是因变量。
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常用的激活函数在这里（仍然盗用老师的ppt，捂脸逃~）
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以上就是所谓的人工神经元或者叫人造神经元，很多很多这样的神经元按一定规则相连就构成了

ANN，所以我才说ANN就是一个超大规模的函数而已。

是不是和你想象中的高大上的神经元大相径庭，但是我们现在所谓的人工智能其实就是这样的数

学模型而已。无论是简单的图像分类器还是战胜人类的AlphaGo，都是靠这样的数学计算算出来

结果的，而不是靠什么化腐朽为神奇的力量。

2.2 ANN是如何炼成的？

7/22/24, 8:40 AM 人工神经网络背后的数学原理！

https://mp.weixin.qq.com/s/1T612X_fDPrJPm4bsXfyUQ 17/28



知道了ANN的本质，现在就让我们看看得到一个ANN需要怎么做？这里，请留意我们会遇到不同

功能的函数，千万不要搞混了。

既然ANN是一个超大规模的函数，那么首先我们做的就是搭建起这个函数的架构，也就是设计人

工神经网络的架构。这时这个函数就有一堆参数待定了。接下来我们准备一堆训练数据训练

ANN，也就是把上面提到的待定参数都给他确定了。模型完成，可以使用。

显然，最关键的是第三步——确定未知参数。

这里首先解释训练数据，我们知道ANN是一个分类器也是一个函数，这个函数读取一些输入值，

经过复杂的计算后得到输出值，这些输出值可以被解释为类别。而训练数据就是输入值和最后的

输出值都已知的一组数据，换句话说就是已知一组函数的自变量和因变量的对应关系。

再说的明白点，我们的任务就是，已知函数的架构、函数的一组输入值和输出值，但不知道函数

的一些参数，现在要推出这些未知参数。我把这里我们要求出的这个函数称之为目标函数。于

是，一言以蔽之，我们的任务就是求出目标函数的未知参数。

为了完成这个任务，我们引出另一个重要的概念——损失函数。

2.2.1 损失函数

在这里，我们玩一点小心机。注意了，这里很关键！！！

既然我们已知目标函数的一组输入和输出，而未知其参数，那么我们不妨将计就计将这些未知参

数直接视为因变量，而将目标函数的输入直接代入进去，这样我们不就得到了一个自变量是目标

函数的所有未知参数且函数整体完全已知的函数了吗？

这时，如果能找到一组合适的未知参数，这个函数应该能输出和已知输入对应的输出完全一致的

值。
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于是我们可以通过作差比较定义损失函数了

上图给出了损失函数的两种形式（除此之外还有交叉熵损失函数等其他类型），一般需要根据不

同的任务类型选取适当的损失函数。为了便于初学者理解，后文将以第二种均方误差的形式做讲

解。这里之所以出现了求和符号，是因为ANN的输出端可能对应了不止一个函数，这些函数可以

分别表示把一张图片分成不同类别的概率。后面我们引入一个直观的例子，一看便知。

这里一定要注意，损失函数看起来虽然还有目标函数的影子，但实际已经完全不同了。我们列表

比较一下

目标函数 损失函数

表现形式 f   loss  

生成方式
事先搭好框架，再通过训练得出待定

参数

将目标函数的输出与实际值作差
得到框架，然后代入一个具体的
训练样例（包括输入值与标签

值）
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目标函数 损失函数

自变量
——神经网络的输入值

（实际场合中可以是一张图片的所有

像素值）

——目标函数的
待定参数

函数值
（因变
量）含义

属于不同分类的概率
预测值与实际值的差值（越小越

好）

特点

我们最终想要得到的函数，可以用来

作图像分类。是线性函数与非线性函
数的组合，规模很大，自变量与参数

都很多

用来求出目标函数的过渡函数。
非负，最小值为0，一般要使用

梯度下降法找到极值点

举个例子看看函数变异的过程吧。设原函数为 ，这是一个关于

的二元函数，其中a, b, c均是常数，也可以叫待定参数。现在我们给出一组具体的函数输入值比

如，令 把它们代入函数，并且将a, b, c视为变量，则函数变成了关于a, b, c的

三元函数，记作 。

综上，求目标函数的过程，就变成了寻找损失函数极小值点的过程，而寻找极小值点不正可以用

上面介绍的梯度下降法实现吗？

2.2.2 一个实例：关于链式求导和误差反向传播（BP）

行文至此，有关ANN的重要概念，我们还剩下链式求导和误差反向传播（BP）没有提及，让我们

用一个实例融会贯通一下。

考虑下面这个简单的ANN：
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这个ANN只有4个神经元，分别是 。它输出两个目标函数，均是输入变量 的

函数，分别由神经元 输出。可以记为

这里给 加上帽子，表示这两个函数（即目标函数）的函数值是预测值，区别于训练数据给出

的实际标签值。而 均是目标函数的待定参数，这里我们假定神经元
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均采用sigmoid激活函数，即 ，而神经元 不采用激活函数。

现在定义损失函数为

注意接下来我们会将具体的一组输入变量 带进去，这样损失函数就被视作以

为自变量的多元函数（具体的自变量变化过程参见上文描述）。其中， 

是中间变量，它们均是以 为自变量的多元函数。

现在只要给出一个包含输入输出数据的训练样例，损失函数就成为不含未知参数的完全确定的函

数。而我们要做的就是找到这个损失函数的极小值。

按照梯度下降算法的推导，此时我们只要按照下面的步骤就可以找出这个极小值：

1. 随机指定一组初始参数

2. 计算Loss函数关于各个参数的偏导数，注意这一步要代入参数的具体数值，也就是说这一步得

到的是一个数

3. 按照梯度下降的公式更新各个参数值直到满足一定条件为止

其中2、3里的内容是需要反复迭代的。

现在，我们以其中的几个参数为例，看看在调整过程中会遇到什么新问题。

先试试调整 吧，这时我们需要求出损失函数对自变量 的偏导数值（注意是数值，不是表达

式），为此写出它的依赖关系：
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这里，Loss函数依赖于变量 ，但 与 无关。回想多元函数求偏导数的规则，我们对求导

时 ，应将视为常数 。

而 依赖于变量 ，因此这里应按照复合函数求导法则，即传说中的链式求导法则，先让

Loss函数对变量 求导，再令 对 求导，即：

其实从神经网络的图中可以很清楚的看出求导链。

这里有几个要点：

首先，式子的每一项均加下标w，表示要将具体的一组 代入式子，得

到一个数值

其次，当g(u)表示sigmoid函数时，对其求导的结果就是

函数 对变量 求偏导时，虽然 也是函数，但它是关

于自变量 的函数，与 无关，因此视为常数。这样，对求 偏导的结果就是

等式右端最后得出的三项，在给出一个训练样例，并指定初始参数

后，是可以独立计算出结果的

求出损失函数对 的偏导数值，我们就可以按照梯度下降算法推导的公式，调整这个参数了！
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现在，再来看看靠前的参数是怎么调整的，我们以 和 为例

还是老规矩，对照神经网络图，先写出它的依赖关系：
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可以看出 和 ，分别是函数 和 的变量，而函数 均与 和 有关，所以Loss函数需

要对 均求偏导。

依然按照链式求导法则对 求偏导，有：

对 求偏导，有：

注意红框圈出来的部分是不是有些眼熟？

事实上，这一部分已经在调整后层参数的时候计算过了（请回看计算 时的计算公式）。因此在

编程时，可以让程序保存中间结果，这里直接拿来用。

现在纵观整个过程，我们惊奇的发现，对于ANN，当我们需要使用它时，是从最前面给出输入，

然后一步步往后计算得出这个庞大复杂函数的输出的；而当我们需要训练它时，则是从最后面的
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参数开始，一步步向前求导，调整各个参数的。并且计算前面的参数时一般都会用到之前计算过

的中间结果。

这样，ANN调整参数的过程就可以看作是一个误差反向传播（BP）的过程。

之所以会这样反向传播，是因为神经网络中靠后的参数依赖的中间变量少、复合层数少，而靠前

的参数则经过层层复合，求导链会拉的很长。

2.2.3 最后的一点小问题

以上我们将求偏导的过程整个过了一遍，而求偏导只是梯度下降算法的一环。

程序跑起来之后，我们会对每一个训练样例，一遍遍的求偏导，直到基本上找到极小值点。

也就是说，按照梯度下降算法，每一个训练样例都会最终给出一组参数值。

一个训练集中显然会有多个训练样例，因此最终会得到好多组各不相同的参数值。

而ANN的训练目标是确定一组参数值，得到一个有一定效果的很复杂的函数，

怎么解决？

对每一个参数，我们可以将不同训练样例得出的不同值求一个平均。也可以构建一个更大的损失

函数，即将每一个训练样例生成的损失函数求和，然后用梯度下降算法找到这个累计损失函数的

极小值点。

这样，我们就能通过训练，最终确定ANN这个大函数的所有待定参数，然后用它来做一些神奇的

事情。
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